Wronski-determinans

Tekintsiik a valos fiiggvények vektorterének azt az alterét, melyet a legalabb (n—1)-szer differen-
cialhato fliiggvények alkotnak. Az ezen altérbeli fi(x), fo(z), ..., fu(z) fiiggvényekbdl felépitett
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determinanst Wronski-determinansnak nevezzik.

A Wronki-determinéns értéke és a fiiggvények linearis fiiggsége illetve fliggetlensége kozott
kapcsolat van.

1. Tétel. Legyenek az fi(x), fa(x),. .., fu(x) fliggvények linedrisan dsszefiggdk. Fkkor detW (z)
minden x-re.

Bizonyitas.

Az fi(x), fo(x),. .., fo(x) fliggvények linearisan fiiggsk, azaz léteznek ¢y, co,. .., ¢, nem mind
0 egyiitthatok, hogy cifi(x) + cafa(x) + -+ + cnfu(x) = 0. Ezt az egyenletet és 1l-szeres,
2-szeres, ..., (n — 1)-szeres derivaltjat véve a
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homogén linearis egyenletrendszert kapjuk. Megtanultuk, hogy egy homogén linearis egyen-
letrendszernek akkor és csak akkor van a trividlistol kiilonb6z6 megoldasa, ha az ismeretlenek
egyiitthatoibol 4ll6 matrix determinédnsa eltiinik. Ebben az esetben ez a determinans éppen a
Wronski-determinéans, azaz detW (z) = 0. O

2. Tétel. Legyenek az fi(x), fo(x), ..., fu(x) figguények valamely I intervallumon értelmezve.
Ekkora, ha a detW (z) determindns I legaldbb egy pontjiban nem nulla, akkor a figgvények az
I ntervallumon linedrisan fiiggetlen rendszert alkotnak.

Bizonyitas.
Legyen xg € I, melyre detW(zg) # 0. Ha valamely cq,co, ..., ¢, egylitthatokra ci fi(z) +
cafa(x) 4+ -+ -+ ¢p fu(x) = 0 minden z-re, akkor specidlisan x = xo-t tekintve:
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Vagyis a ¢ oszlopvektor megoldasa a fenti W (xg)y = 0 homogén lineéris egyenletrendszernek.
Lévén detW (zg) # 0, igy sziikségképpen ¢ = 0, azaz az fi(x), fo(z),..., fu(z) fiiggvények
linearisan fiiggdk. [

A Gyéméant-Gorbe jegyzet 118. oldalan 1évé allitassal ellentétben az viszont nem igaz, hogy
detW (z) = 0 esetén az fi(x), fo(x), ..., fo(x) fliggvények linearisan OsszefiiggGek. Ez csak egy
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elterjedt tévhit, pedig Peano mar 1889-ben ramutatott ezen allitas helytelenségére. A Wronski-
determinéns eltiinése mellett tovabbi feltételek sziikségesek a linearis Gsszefiiggdséghez. Peano
példaul azt talalta, hogyha a vizsgalt fiiggvények analitikusak (lokélisan Taylor-sorba fejthe-
t6k), akkor mar adetW (z) = 0-bol kovetkezik a fiiggvények linearis fiiggése. Mara rengeteg
ilyen feltétel ismert, s6t mar Bocher is szdmos kritériumot ismertetett 1901-ben.

A jegyzetben szerepld helytelen allitds megcafolasara tekintsiik a Peano altal felhozott ellen-
példat. Legyenek fi(z) = 22 és fo(x) = |z|z fiiggvények. Ezek (legalabb) egyszer folytonosan
differencialhatok, a beldliik felépitett Wronski-determinans:
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Vagyis, detW (z) = 0, viszont a ;2% + co|z|z = 0 egyenletbdl 2 = —é—‘ = —1,hax >0 és
2= —é—‘ =1, ha x <0, vagyis a 0-t tartalmaz6 barmely intervallumon annak nincs megoldasa,
tehéat 22 és |z| linearisan fiiggetlenek.

Osszefoglalva, ha az fi(z), f2(x), ..., f.(z) fiiggvények linearisan fiiggsk, akkor detW (z) = 0.
Ellenben, ha detW (x) = 0, attol még az fi(z), fo(z), ..., fu(z) fliggvények nem feltétlen linea-
risan fiiggdk.



