Legkisebb négyzetek modszere

Tekintsiink egy idében valtoz6 ¢ fizikai mennyiséget, melyen m kiilonb6z6 id6épillanatban mérést
hajtunk végre. Az igy kapott adathalmaz:

{(t1,q(t1)), (t2,q(t2))s - - - s (tms @) }-

Célunk, hogy a mért adataink alapjan a lehets legjobban leirjuk a vizsgdlt fizikai mennyiség
id6beli valtozasat. Ezt ugy akarjuk megtenni, hogy a kapott adatpontjainkra egy (legfeljebb)
(n — 1)-ed fokt (n < m) kozelité polinomot illesztiink:

tn—l

p(t) = zo + 21t + 2ot + - + 1y

, Tn_1 ismeretlen egyiitthatokat az in. legkisebb négyzetek modsze-

Az ebben szerepls xg, x4, . ..
rében gy valasztjuk meg, hogy a polinom mért értéktsl valo e; =
eltéréseinek, azaz a kozelités hibainak

F(zo,21,. .. Tp_1) Zs _Z (t;) — q(t:)? = (AZ — b)T (AT — b)
=1
négyzetosszege minimaélis legyen, ahol
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Tehat a tobbvaltozos F(zg, x4, . . .

, Tp—1) figgvény minimumat keressiik. Egy tobbvaltozos fiigg-

vény lokalis szélsGértéke létezésének sziikséges feltételét adja az alabbi tétel.

1. Tétel. Ha az f: R" — R fiigguény az & pontban minden vdltozdja szerint parcidlisan diffe-
rencidlhato, és f-nek T-ben lokdlis szélsGértéke van, akkor f-nek az T pontban minden parcidlis
derivdltja 0, azaz af( ) = 0.

Azaz, az F(xo,21,...,2,-1) fliggvényiink esetleges szélsGértékének megtalalasahoz a

a_F<5U0,951>---,5Un1 22 )<8p(tl)>_0 (J=0,1,...,
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egyenleteket kell megoldanunk. Atrendezve és felhasznalva a p(t) polinom alakjat, illetve elve-
gezve a parcialis derivalast, %(ti) =t
J

ZtJth _Z Zt”k > gt (j=0,1,...,
i=1 = i=1

Ezzel az xp-kra egy linearis egyenletrendszert kaptunk n egyenlettel és n ismeretlennel, melyet
a korabban bevezetett jelcléssel

n—1).

AT Az = ATh

alakban frhatunk. Mivel az A métrix egy olyan Vandermonde-méatrix, melynek oszlopai lineé-
risan fiiggetlenek (hisz ¢; # ¢;, ha i # j, mert mérési idépillanatok), igy rangja n, ezért AT A
invertalhat6. Innen, az egyértelmi megoldas:

T=(ATA)'ATh.:=¢
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A tobbvaltozos fiiggvények kalkulusa ismeretében (F' masodik derivaltja segitségével) nem nehéz
belatni, hogy az igy kapott c-vel adodo F(¢) szélséérték minimum. Tovabba, mivel |Z] — oo
esetén F(¥) — oo, igy az egyetlen lokélis minimum egyben globalis minimum is.

Erdemes megemliteni, hogy m = n esetén ¢ = A1, igy F(¢) = 0, vagyis a p(t) polinom
felveszi a mért q(t;) értékeket. Ilyenkor az ismertetett eljarast a matematikiban Lagrange-
interpolacionak nevezik.



